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Анотація. Для перевірки положень, заявлених Богомоловим В.І. [1], Пузановим Б.І. [2] і Ліневичем Е.І. [3] про 
можливість здійснення понад одиничної роботи силами інерції запропонована до розгляду замкнута механічна 
система у вигляді кінематично пов'язаних обертових мас. Дослідження мало на меті в рамках механіки Нью-
тона вивчити виконання законів збереження імпульсу, моменту імпульсу і енергії, встановити можливість здій-
снення роботи силами інерції (відцентрової і коріолісову), дати оцінку зміни кінетичних параметрів на прикладі 
моделі маятника Челомея. Для складного радіально-колового руху мас моделі маятника Челомея отримані ви-
значальні рівняння. Для перевірки аналітичних викладок розроблено та реалізовано в програмному комплексі 
MathCAD алгоритми чисельних розв’язків вищенаведених задач. 
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Розглянемо конструктивний аналог маятника Челомея [1] у якому здійснюється рух си-

метрично розташованих пружних (жорсткість С) мас m вздовж радіальних направляючих, що 
обертаються по закону φПሺ𝑡ሻ навколо осі z (рис.1а). 
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Рис. 1. Конструктивний аналог маятника Челомея (а), безпружинний варіант маятникової системи 
(б), графічне зображення прискорень у складному радіально-коловому русі мас m 

Складний рух кожної точкової маси представимо у вигляді суми відносного (rሺ𝑡ሻ) та пе-
реносного (φПሺ𝑡ሻ) вкладів. Характерною особливістю задачі, що розглядається є те, що траєк-
торія відносного, переносного та, відповідно, абсолютного руху мас m лежать в одній площині 
(обертання). Вісь z, на яку проектуються вектори переносної кутової швидкості  

  ωПሺ𝑡ሻ ൌ ௗПሺ௧ሻௗ௧  (1) 
та переносного кутового прискорення    𝜀Пሺ𝑡ሻ ൌ ௗனПሺ௧ሻௗ௧ ൌ ௗమПሺ௧ሻௗ௧మ  (2) 

ортогональна площині обертання. 
Кут повороту φПሺ𝑡ሻ вважаємо додатнім, якщо з боку вісі z його видно проти годиннико-

вої стрілки. Шукані кінематичні характеристики руху мас m отримуємо з векторних рівностей 
[4] 

  𝑉ሬ⃗ ൌ 𝑉отнሬሬሬሬሬሬሬ⃗  𝑉пሬሬሬ⃗ , (3) 

  𝑊ሬሬሬ⃗ ൌ 𝑊отнሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  𝑊пሬሬሬሬሬ⃗  𝑊ሬሬሬሬሬ⃗ , (4) 
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де 𝑉отнሬሬሬሬሬሬሬ⃗ , 𝑊отнሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  и 𝑉пሬሬሬ⃗ , 𝑊пሬሬሬሬሬ⃗  – відповідно відносні та переносні швидкості та прискорення, 𝑊ሬሬሬሬሬ⃗ = 2𝜔п ×ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ 𝑉отнሬሬሬሬሬሬሬ⃗  – прискорення Коріоліса. 
Відносна швидкість 𝑉отнሬሬሬሬሬሬሬ⃗  в загальному випадку визначається диференціюванням по часу 

дугової координати σሺ𝑡ሻ маси m у рухомій системі координат 

  𝑉отнఛ = ௗఙሺ୲ሻௗ௧  (5) 

При цьому вектор 𝑉отнఛ  направлений по дотичній до відносної траєкторії в бік збільшення 
σ, якщо 𝑉отнఛ >0, та в зворотній бік у протилежному напрямку, а модуль вектору відносної шви-
дкості рівний 

  𝑉отн = |𝑉отнఛ | (6) 
В задачі, що розглядається σሺ𝑡ሻ = 𝑟(𝑡), і таким чином 

  𝑉отн(𝑡) = 𝑉(𝑡) = ୢ୰(୲)ௗ௧ , (7) 

а її напрям відповідає 𝑟(𝑡) (рис.1а). 
Переносну швидкість у обертальному русі визначаємо як колову 

  𝑉п(𝑡) = |𝜔п(𝑡)|𝑅п(𝑡),  (8) 
де 𝑅п(𝑡) відстань від точки m в момент часу t до вісі z переносного обертання, при цьому 
(рис.1а) 

  𝑅п(𝑡) = 𝑟(𝑡) (9) 

а вектор 𝑉ሬ⃗п(𝑡) направлений по нормалі до 𝑟(𝑡) в бік переносного обертання. 
Вектор абсолютної швидкості мас m визначається з векторної суми (3), причому його мо-

дуль рівний 

  V = ඥ𝑉отнଶ + 𝑉пଶ = ටቀୢ୰(୲)ௗ௧ ቁଶ + ቂௗП(௧)ௗ௧ · 𝑟(𝑡)ቃଶ (10) 

Відносне прискорення в загальному випадку криволінійної відносної траєкторії σ(𝑡) 
руху точкової маси проставлено сумою [7] 

  𝑊отнሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑊отнпሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ + 𝑊отнఛሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  (11) 

де 𝑊отнఛ = ௗотнഓௗ௧ ,𝑊отнп = (отнഓ )మோ , R – радіус кривизни лінії σ(𝑡) в точці m.  
Для прямолінійної (радіальної) траєкторії, що відповідає випадку, що розглядається 

(рис.1в), 𝑊отнп = 0, а вектор 𝑊отнఛሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  (дотичний до відносної траєкторії σ(𝑡)) направлений по раді-
усу 𝑟(𝑡), при цьому його модуль  

  𝑊отн = ୢೝ(௧)ௗ௧ = ௗమ(௧)ௗ௧మ  (12) 

Переносне прискорення для руху мас m (рис.1) визначається як 

  𝑊пሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑊пуሬሬሬሬሬሬ⃗ + 𝑊пвሬሬሬሬሬሬ⃗ , (13) 

  𝑊пуሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝜔П௭ଶ · 𝑅П = ቂௗП(௧)ௗ௧ ቃଶ · 𝑟(𝑡), (14) 

  𝑊пвሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝜀П௭ · 𝑅П = ௗఠПௗ௧ · 𝑅П = ௗ²П(௧)ௗ௧² · 𝑟(𝑡) (15) 
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Вектор 𝑊пвሬሬሬሬሬሬ⃗  направлений перпендикулярно радіусу 𝑅П(𝑡) = 𝑟(𝑡), а вектор 𝑊пуሬሬሬሬሬሬ⃗ - до вісі пе-
реносного обертання (вздовж 𝑟(𝑡)). 

Прискорення Коріоліса (рис.1в) визначаємо з врахуванням того, що в задачі, що розгля-
дається вектор переносної кутової швидкості ортогональний вектору відносної швидкості, при 
цьому  

  𝑊 = 2|𝜔П௭| · |𝑉отн| · 𝑠𝑖𝑛൫𝜋 2ൗ ൯ = 2|𝜔П௭| · |𝑉отн| = 2 ௗП(௧)ௗ௧ · ௗ(௧)ௗ௧  (16) 

Для отримання рівняння руху механічної системи, що розглядається, використовуємо 
принцип Д’Аламбера [4], згідно якого динамічна рівновага по формі еквівалентна статичному 
та являється результатом сил інерції (Д’Аламберових) 

  𝐹инሬሬሬሬሬ⃗ = −𝑚 · 𝑊ሬሬሬ⃗  (17) 
При цьому рівняння руху мас m в площині обертання для довільного моменту часу t 

(рис.1в) представимо у вигляді 

  ∑ 𝐹 = 0 ,   ∑ 𝑚𝑜𝑚 = 0 , (18) 

де 𝐹 діючі та Д’Аламберові сили, 𝑚𝑜𝑚- моменти цих сил відносно точки О. krF  проекції 
сил на напрям ( )r t . 

Підстановка в (18) виразів відповідних прискорень з (11)–(16) дає: 

  ቐௗమ(௧)ௗ௧మ − ቂௗ(୲)ௗ௧ ቃଶ · 𝑟(𝑡) +  (𝑟(𝑡) − 𝑟) = 0ௗ²(୲)ௗ௧మ + ଶ(௧) ௗ(୲)ௗ௧ ௗ(௧)ௗ௧ = 0.  (19) 

Відмітимо, що останній доданок у першому рівнянні (19) характеризує силу дії радіальної 
пружної безмасової пружини жорсткості С (рис.1а), що має рівноважне розташування в точці 𝑟 = 𝑟. 

Сформульовані рівняння (19) доповнимо початковими умовами, що відповідають роботі 
системи (рис.1а). Приймаємо до уваги, що маятник попередньо розкручений до постійної ку-
тової швидкості 𝜔 при зафіксованих у положенні 𝑟 масах m. 

Вважаємо, що початку роботи маятника відповідає момент часу дефіксації мас 𝑡 = 0 при 
нульовому куті повороту 𝜑 = 0, що відповідає початку виникнення руху мас у радіальному 
напрямку (відносного), як наслідок, появі реакції пружин та, відповідно, зміні кутовій швид-
кості ω обертання мас m. 

Таким чином, кінцева форма рівнянь руху імітаційної моделі системи (рис.1а): 

  ൝𝑟ሷ − (𝜑ሶ )ଶ𝑟 + 𝜔ଶ(𝑟 − 𝑟) = 0𝜑ሷ + 2 ሶ 𝜑ሶ = 0,  (20) 

початкові умови (t=0): 𝜑 = 0, 𝜑ሶ = 𝜔, 𝑟 = 𝑟, 𝑟ሶ = 0. 
Тут крапка означає диференціювання по часу t, 𝜔ଶ =  – власна частота коливань ліній-

ного пружинного маятника. Як окремий випадок маятникової системи (рис. 1б) будемо розг-
лядати також її без пружинний варіант з можливістю варіювання силами опору сопрF  радіаль-
ному зміщенню обертових мас. 

З врахуванням сили опору, що задається у формі сопр цбF kF= , 0 1k≤ ≤  рівняння динаміки 
мас (20) для системи (рис. 1б) з початковими умовами при 0t =  навели як 
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0=ϕ , 0r r= , 0=ϕ ω , 0r = .     (22) 

Робота сил опору, що частково компенсує дію відцентрових сил, визначається інтегралом 
виду: 

  ( ) ( ) ( )
0 0 0

2 2' ' ' ' ' ' '
r r r

сопр сопр
r r r

A r F r dr km r dr km r r dr= = =   ϕ ϕ . (23) 

В свою чергу кінетична енергія руху кожної маси (для першого та другого варіантів при-
строїв) рівна 

  ( )2 2

2
mT r r = +  ϕ . (24) 

Для перевірки аналітичних викладок розроблені та реалізовані в програмному комплексі 
MathCAD алгоритми чисельного розв’язку вище наведених задач. Результати математичного 
моделювання наведені у табличній та графічній формі для розглянутих моделей маятника  
Челомея. 
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Equations of motion of masses of the Chelomey pendulum model 

Tsybenko A., Kryshchuk N., Lavrenko Y., Oleshchuk A. 

Abstract. To verify the provisions stated by V.I. Bogomolov, B.I. Puzanov. and Linevich E.I. about the possibility of 
performing over-unit work by inertial forces, a closed mechanical system in the form of kinematically connected rotating 
masses is proposed for consideration. The research aimed, within the framework of Newtonian mechanics, to study the 
fulfillment of the laws of conservation of momentum, angular momentum and energy, to establish the possibility of 
performing work by inertial forces (centrifugal and Coriolis), to assess the change in kinetic parameters using the 
example of the Chelomey pendulum model. For the complex radial-circular motion of the masses of the Chelomey 
pendulum model, resolving equations are obtained. To verify the analytical calculations, algorithms for numerical solu-
tions of the above problems have been developed and implemented in the MathCAD software package. 
Keywords. Energy conservation law, momentum, momentum, moment of inertia, model, Chelomey pendulum, equation of 
motion, mass, stiffness, rotation, vectors, velocity, angular accelerations 
 

  


